Développements - Analyse Intégrale de Dirichlet

Intégrale de Dirichlet

Application 1. [ %4y = %

Démonstration.

On considere la fonction suivante :

fi|RY xRY — R
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On pose également F'(t) = t,z)dx pour t € RT*. Cette application est bien définie sur R™ puisque
g 0

|f(t, z)] = O (e7t*) est intégrable et x — f(t,z) est continue sur RT*.

Etape 1 : Vérifions que I’intégrale de Dirichlet F(0) est semi-convergente.
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Lorsque A tends vers +00, le crochet tend vers 0, et 'intégrale de droite converge puisque le terme sous 'intégrale
est un O (2% ). Donc F(0) est bien définie.

Pour tout A >0, on a :

Etape 2 : Montrons que F est continue et dérivable sur R**.

On va appliquer le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral. En effet, on a :
— Pour tout ¢ > 0, x — f(t,x) est intégrable.
— Pour tout x > 0, t — f(t x) est dérivable, de dérivée af(t x) = —sin(z)e .

U (t,x ‘ = |sin(z)|e”** < e~ ** est intégrable.

Ainsi F' est dérivable sur R+*, et pour tout ¢t > 0, on a :
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Etape 3 : Donnons une expression de F sur R**,

Puisque F'(t) = fﬁ, on a F(t) = C — arctan(t) pour ¢ > 0, ot C € R est une constante a déterminer.
Comme |f(t,2)] < e pour t > a > 0, le théoreme de convergence dominée donne lim; 1 F(t) = 0. On a

alors C'= 7, donc F'(t) = § — arctan(t) pour ¢ > 0.

Etape 4 : Montrons que F est continue en 0.

Soient t > 0 et A > 0. Alors :
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Pour B> A,on a:
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En faisant tendre B vers +o0o, on obtient :
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Fixons € > 0, et choisissons A tel que % < 5 et ’fA

+

X

o0 %dw‘ < 5. Alors, pour tout ¢ > 0, on a :
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Par convergence dominée, cette derniére intégrale tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Donc |F(t) — F(0)| < & pour
t assez petit, et F' est continue en 0.

Etape 5 : Conclusion.

On a finalement :

+oo o;
/0 Slr;xd:v = F(0) = —arctan(0) + g = g
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